[.254 - Calcul matriciel

Correction des exercices 7, 8, 9, 10, 11 et 12
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Correction Exercice 7
11 faut vérifier que (AB)C = A(BC).

11 suffit de poser les calculs et on trouve les résultats suivants :

-2 0 -5
AB_(I 3 2)

Exercice 8

Déterminer toutes les matrices X de My(R) vérifiant :
0 1 0 0
o) (o0)
11 1 0
> (o)=Y
01 0 0
1. (O 2) X = 0 0)
_| T ¥y
On pose X = [ A
0 1 Ty
0 2 z t
z T
Donc[zz Qt}_[
et X = [ vy ]

On a l'exemple de deux matrices non nulles dont le produit vaut 0. On dit que ces matrices divisent zéro.



(-
IR

Donc[m—i—z y—|—t]:{1
z 0

r+z=1 T =
et 2 —0 donc 2 =0 et X = 01
t=1 t=1

Dans le second cas, X est en fait l’inverse de [ (1) 1 }

Exercice 9

Résoudre dans Ms(R) le systeéme :

-3 1
X+Y = 1 3
6 4
X+2Y = 5 3>

Correction Exercice 9
Notons A et B les deux matrices de M2(R) des seconds membres.

On cherche alors a résoudre le systéme :

X+Y = 4
(S”:’{XHY B

@e{x 2 A4
|

2A—- B
. o —12 -2
Il vient donc Y = ] et X = { _7 3 }

S ©

Exercice 10

1 1 1 -1 -1 1
Onconsidcre A=[-1 1 -3]etB=1|[1 0 -1
0 -1 0 3 1 -2

1. Calculer AB, BA, (A + B)? et A2 +2AB + B2. Que remarquez-vous ?
2. Calculer *(AB) et 'tA' B
Correction Exercice 10

1. Calculer AB, BA, (A + B)? et A2+ 2AB + B?. Que remarquez-vous ?

30 -2 0 -3 2 00 2
A-B=|-7 =2 4|, B-A=1|1 2 1|,A+B= [0 1 -4, (A+ B)?
1 0 1 2 6 0 3.0 -2

3 2 -2 9 3 -8
B2=|-4 —2 3|, A2424B+B2=|-20 -3 7
8 -5 6 -9 -6 11



AB # BA = pas d’identité remarquable ou de binéme de Newton.

2. Calculer '(AB) et ‘A' B

3 11 -1 1 -1 0 -1 1 3 0 1 2
tA=(0 4 o |,B=[1 1 -1|,%4-B)|-1 0 1 |,tAtB|-3 2 6
—2 -8 1 1 3 0 1 -1 -2 2 1 0

On a toujours '(A- B) =! B -' A mais on s’arréte 1a car AB # BA

Exercice 11

On considére la matrice A =

o O oo
oo o

Déterminer A™ pour tout n € N*,

Correction exercice 11

Déterminer A" pour tout n € N*.

00 1 —2 000 1
000 1 000 0| .
A=1000 0|2 =|0 0 0 ofPus
000 0 00 0 0
000 0
000 0

4 __
A=10 0 0 o0
000 0

Et, pour tout n >4, A" = A* - A" 4 =03 - A"* =0y

Comme n > 4,n —4 > 0 et A" % est bien définie.

Remarques

Une matrice carrée N # O telle que NP = O pour p € N* est dite nilpotente. C’est le cas de toute matrice triangulaire
dont les coefficients diagonaux sont nuls.

Remarquons donc qu’on peut diviser zéro chez les matrices carrées. ..

Exercice 12

2 2 3
On considére la matrice A = | 1 3 3
-1 -2 =2

1. Calculer A?
2. Déterminer la matrice B telle que A2 = A+ B
3. a) Démontrer que AB = B
b) En déduire que Vn e N* ona A" = A+ (n—1)B



Correction Exercice 12

1. Calculer A2

3 4 6
A= 2 5 6
-2 -4 -5

2. Déterminer la matrice B telle que A> = A+ B

1 2 3
A>’=A-B&B=A>-A=(1 2 3
-1 -2 -3

3. a) Démontrer que AB = B
On calcule AB et il vient B.

3. b) En déduire que Vn e N*ona A=A+ (n—1)B
Nous allons faire un raisonnement par récurrence pour n € N*
1. La propriété est vraie aurangn=1: A+ 0B = A.
2. Supposons qu'il existe n € N* tel que A" = A+ (n—1)B
Alors, A" = A- A" = A(A+(n—1)B)=A*+(n—1)AB=A+B+(n—1)B=A+nB
La propriété est donc vraie au rang n + 1

3. D’apres le principe de récurrence elle est vraie a tous les rangs n > 1.
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