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Généralités sur les matrices, opérations matricielles

Exercice 1
isii=j
Ecrire en extension la matrice A = (a;;). . ._ définie par a;; ={1sii>j
1<i,j<4 .. .
O0sii<j
Exercice 2
Ecrire en extension la matrice A = (2U-Dk-1) lorsque n = 3.

1<j,ksn

Exercice 3

Donner la taille des matrices suivantes et indiquer celles qui sont échelonnées,
échelonnées réduites.

/12341\ /1040010410
010 0 2 1 0 4 1 0 01 70110 410
A=3121lB:<01001>C:0001390410
0 01 2 3 0 00 1 3 0000 O0OT141 8
0 0 0 0 2 0000 O0O0OUOTU OO0 O
Exercice 4

Dans chacun des cas suivants calculer A+B, AB et BA. Quelle remarque (faite en
cours) retrouvez-vous ?

1) A:(_Z1 g)etB:(_gz ‘1*)

2 A=y o)eB=( o)

3 Az(; Pes=(; o)

Exercice 5

OnposeA:G g)B:(g g ;)C:<_(1)2 i)

1) Calculer si c’est possible, les produits AB et BA.
2) Calculer de deux maniéres différentes *(BC). Que dire sur la matrice BB ?
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Exercice 6
Un fleuriste fabrique 3 types de bouquets :

- Le Rosy : avec 10 roses blanches, 10 roses rouges, 3 lys et 7 ceillets, vendu
23€

- Le Neige : avec 8 roses blanches,10 lys et 5 ceillets, vendu 19€

- Le Sang : avec 5 roses blanches, 5 roses rouges et 10 ceillets, vendu 15€

Un comité d’entreprise commande 51 Rosy, 48 Neige et 37 Sang. Répondre, a l'aide
d’un calcul matriciel, aux questions suivantes :

1) Combien le fleuriste a besoin de fleurs de chaque type pour répondre a cette
commande ?
2) Quel est le prix de cette commande ?

Exercice 7

Veérifier 'associativité du produit matriciel avec les matrices suivantes

1 0 1 -2 1
_(0 2 -1y, _
S G 2)B—<—1 1 —2>etC—<1 0)

0 2 1 0 2

Exercice 8

Déterminer toutes les matrices X de 'ensemble M, (IR) vérifiant
0 1\, (0 0
1) (0 z)X - (() 0)
1 1\, (1 0
2) (0 1)X - (O 1)

Exercice 9
(-3 1
. X X+vy= (—1 3)
Résoudre dans M, (IR) le systeme 6 4
X +2Y = (5 3)

Exercice 10

1 1 1 -1 -1 1
On considere les matricesA=| -1 1 -3 )etB={-1 0 -1
0 -1 0 3 1 =2
1) Calculer AB, BA, (A+B)? et A2+2AB+B2. Que remarquez-vous ?
2) Calculer Y(AB) et ( tA)( 'B)



Exercice 11

01 -1 1
On considere la matrice A = 8 8 10 _11 . Déterminer A™ pour tout ne IN*.
0 0 0O

La matrice est dite nilpotente.

De maniére générale, une matrice strictement diagonale supérieure ou strictement
diagonale inférieure est nilpotente.

Exercice 12

2 2 3
On considere la matrice A = ( 1 3 3 )
-1 -2 =2
1) Calculer A2,
2) Déterminer la matrice B telle que A2= A+ B
3) a) Démontrer que AB =B
b) En déduire que : vn € IN*ona A" =A+ (n—1)B

Exercice 13
. /1 1
Soit A = (1 1)

1) Calculer A2, A3, A%,

, 2n—1 2n—1
2) Montrer par récurrence que, pour tout ne IN*, A" = ( )

2n—1 2n—1

Exercice 14

2 2 2
On considere la matrice A = (—1 -1 —1).
1 1 1
1) Calculer A2 puis A3. Que remarquez-vous ?

2) Pour tout entiern € IN*, conjecturer I'expression de A" en fonction de A.
Vérifier cette conjecture grace a un raisonnement par récurrence.

Exercice 15
(4 3
Soit A = (_3 _2)

1) Déterminer B telle que A =1+ B.
2) Calculer B2



3) Calculer A" en utilisant le binbme de Newton.

Exercice 16
a 1 0

On considére lamatrice A={ 0 a 1 |, a étant un parametre réel.
0 0 «a

1) Calculer A2 puis A3.
2) a) Trouver la matrice B telle que A= al; + B

b) Calculer B2 puis B3. En déduire que B* = 05 pour tout k> 3.

3) En déduire I'expression de A" en fonction de n.

Exercice 17
1 1 a
On considere la matrice A = ( 1 1 b).
-1/2 -1/2 ¢
1) Déterminer a, b, c tels que A2 =0,
2 1 4
2) On considére la matrice M = ( 1 2 4 > On veut calculer M™ pour
-1/2 -1/2 -1

tout ne IN™.

a) Trouver P telle que M = P+[;.

b) Exprimer M2 et M3 en fonction de P et I;. Démontrer que, pour tout n€ IN*,
M™ = I3 +nP

c) Retrouver ce résultat par la formule du binbme de Newton.

3) Onpose S, =M + M? + .-+ M™ avec ne IN*. Exprimer S,, en fonction de n.

Exercice 18

a+b b

On considére la matrice M(a,b) = ( b a—b

) ou a et b sont des nombres réels.

1) Calculer M 2 (a,b).
2) On veut calculer M™(a, b) pourtoutn € IN*.

a) Déterminer la matrice BeE M, (IR) telle que M = al,+ bB

b) Calculer B2. En déduire B¥, vk > 2.

c) Apres avoir justifié 'utilisation de la formule du binbme, déterminer

M™(a, b) pour toutn € IN™.

d) On suppose a # 0, la formule obtenue est-elle encore valable pour n =0 ?

3) On considére les suites (U,,) et (V) défiinies par {U”“ _: 3Un + 21 ou
Ve = —2U, =

U, et V, sont des nombres réels donnes.



Un
Va

Xn+1 = MX,,. Déterminer a et b pour que M = M(a,b).
b) Démontrer que Vn € IN, X,, = M"X,.

a) Pourtoutn € IN, on pose X, = ( ) Trouver une matrce M telle que

En utilisant le résultat de la question 2, exprimer U,, et V,, en fonction de n, U, et V.



Matrices inversibles et ranqg d’une matrice

Exercice 19

Calculer le rang des matrices suivantes

1 3 1 -2 -3 1 2 -3 1 3
|1 4 3 —-1 —4 _| 2 1 0 | 0 =2
A=l 3 4 7 3] B3\ 4 3] ©51 s g

3 8 1 -7 -8 -1 4 =2 -2 3
Exercice 20

Donner pour chaque matrice la forme échelonnée réduite, puis préciser son rang.

2 6 1 5 —1 %%gi
A={2 6 2 6 1) B=[) , 51
13 0 2 1 5 5 5
1 1 1 -1 (1)(1)11
C:(—l ~1 01) o=(Y ¥+ A
Exercice 21
1 3 4 2
7 2 4 8
SonM—OOO0
2 -2 5 9

Répondre sans calcul a la question suivante : « parmi les matrices suivantes laquelle
est susceptible d’étre la matrice échelonnée réduite équivalente a M ? » Justifier
brievement.

1 0 0 16 1 0 2 16 1 0 0 16

A:01022 B=01022 C=02022
0 0 1 199 0 0 1 199 0 0 1 199
0 0 0O 0 0 0O 0 0 0O
1 0 0 0

({0 1 0 O

D‘OOlO

0 0 0 1

Exercice 22



Soit A et B deux matrices carrées nx n telles que AB = A + I,. Montrer que A est
inversible et déterminer son inverse en fonction de B.

Exercice 23
0 1 1
Soit A = <1 0 1)
1 1 0

1) Calculer A2 et montrer que A2 = A + 215.
2) Deéduire que A est inversible et calculer son inverse.

Exercice 24
1 2 0
Soit A = <3 -1 1)
0o 1 2

1) Calculer A2 puis A3 puis A3- 2A2 - 8A.
2) Deéduire que A est inversible et calculer son inverse.

Exercice 25

Calculer, a l'aide de la méthode Jordan-Gauss, l'inverse des matrices suivantes

1 0 2 2 4 1
A=<2 -1 3 B={2 5 1
4 1 8 1 2 1



Systemes linéaires

Exercice 26

Résoudre les systemes suivants

x+3y+5z=22 x+y+z=3 y+3z+t=1
(S1){ —x+2y+3z=12 (S2)3 2y+z=4 (S2)ix+2y+z+t=2

—12x+y—z=-13 x—2y=-1 y—4z=0
Exercice 27

Dans une entreprise de 60 personnes, le salaire mensuel des employés est de
1500¢€, celui des techniciens est de 2600€ et celui des cadres de 4200€. La masse
salariale mensuelle de cette entreprise est 114 000€. Si on augmente de 6.4% le
salaire des employés et de 4.5% celui des cadres et des techniciens alors la masse
salariale augmente de 5.6%.

Quel est le nombre d’employés, de cadres et de techniciens ?

Exercice 28

ax+y+z=1
On considere le systeme (S) { x t ay +z =a ou a est un parametre réel.
x+y+az=a’

Résoudre le systeme en discutant selon les valeurs du parametre a.

Exercice 29
Résoudre les systemes nxm suivants
( x+2y+2z=2

3x —2y—z=5

2x —5y+3z=—4
\ x+4y+6z2=0

x+2y—z+3w=3
(S2){2x +4y +4z+3w =9
3x+6y—2z+8w =10

(S1) <

( x+y+2z+2t+w=1

2x+2y+4z+4t+3w=1
2x +2y+4z+4t+2w =2
\3x +5y+8z+6t+5w =3

(S3) «




Systemes et inverse d’'une matrice

Exercice 30

1 2 2
On considere lamatrice B={2 1 2
2 2 =3

1) Calculer B2. En déduire que la matrice B est inversible et préciser B1.
x+2y—-2z=1

2) Résoudre dans IR le systeme (S) { 2x+y—2z=3
2x+2y—3z=4

Exercice 31

XxX+2y—4z=a
On considere le systeme (S) {—x —y+5z=0> oua,b, csontdes réels.
2x+7y—3z=c

X a
On pose X = <y> ety = (b)
Z Cc

1) Résoudre (S).

1 2 -4
2) Onpose A= <—1 -1 5 ) En utilisant 1) justifier que A est inversible et
2 7 -3
calculer A™1.
Exercice 32

Déterminer la matrice inverse des matrices suivantes (aprés avoir justifié son
existence)

1 a b
1) A={0 1 c|oua,b,csontréels.

0 0 1
1 —a 0 0
-0 1 —a 0 N .
2) A=y o 1 —,|ouaestunreel.
0 0 01
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Déterminant

Exercice 33

Sans aucun calcul, donner le déterminant des matrices suivantes :

1 0 0 010 200
=01 0| M=[100|My=|01 0]/ 2L,
00 1 00 1 00 1
9 4 0 9 4 9 9 4 18
Ny=[1 3 0[Ny=|1 3 1 |etNs3=|1 3 2

6 2 0 6 2 6 6 2 12

Exercice 34

En utilisant les formules de développement, calculer le déterminant des matrices suivantes

; 21 39 143 1 -2 3
A= S etB=| 2 4 -1 |.
0o 0 0 2 1 5 3
0 0 -1 0
Exercice 35

En utilisant les opérations sur les lignes et les colonnes, calculer le déterminant des matrices

suivantes.
7 -l -1 2 1 -3 -2 4 -8
A=| 2 3 -1 |B=| 1 0 2 |eaC=[2 1 3|
1 -4 1 -1 1 1 1 1 1
Exercice 36

Calculer les déterminants suivants : ( 4, b, c et d désignent des nombres réels donnés)
I 1 1 1 a 3

. 0 5 a a a a

1 -1 1 1 0 b 0 2 a bbb
ﬂkl‘1 1 -1 1 Ay = 1 2 ¢ 3 Aa‘abcc
1 1 1 =1 00 0 d a b c d

11



Exercice 37

On considere la matrice A = ou g désigne un parametre réel.

— B

_— —

1. Montrer que le déterminant de la matrice A est égal a
(@a+3)(a—-1)>.

2. Pour quelles valeurs du paramétre a la matrice A est-elle inversible?

Exercice 38

1. La lettre n désigne un nombre entier naturel impair supérieur a 2 et A est une matrice de
M, (R).

Démontrer que sion a:'A = —A alors det(A) = 0.

0 1 -4
2. Veérifier le résultat précédent sur la matrice A= -1 0 3 ]
4 -3 0

3. Le résultat démontré a la question 1 est-il encore valable lorsque n est un entier naturel pair
non nul? Justifier la réponse.

Exercice 39
0 1 -1
On considere la matrice A=| 4 -3 4 |ou Aestun parametre reel.
3 -3 A

1. Exprimer le déterminant de la matrice A, en fonction de A.
En déduire les valeurs de A pour lesquelles la matrice A est inversible.
2. (a) Calculer A2
(b) Pour quelle valeur de A a-t-on : A% = 15?2 Que peut-on en déduire pour la matrice A?

3. Par un calcul direct déterminer A~! et vérifier le résultat de la question 2.b.

Exercice 40

Les matrices suivantes sont-elles inversibles ?
Dans l'affirmative, déterminer la matrice inverse, en utilisant la formule de la comatrice.

1112

- 3 8 -3
2 1 a b 031 4
A‘(—a 5)’ B_(_o c)’ = :é j ; D=0 00 3
0001
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Exercice 41
1. Pour quelle valeur de m le systéme suivant est-il de Cramer?

x+y+(l-m)z =m
(1+m)x—v+2z =m
2x—=my+3z =0

2. Résoudre ce systeme dans lecasoum =1

3. Résoudre ce systeme dans le cas ou m =0

Exercice 42

X+yp+mz=m
Soit m € R. On considére le systéme (8):{ x4+my—-z=1 d’inconnues x, v, z
x+p-z=1
1. Pour quelles valeurs de m le systéme & est-il de Cramer?

2. On suppose m # —1 et m # 1. Résoudre & en utilisant les formules de Cramer.

3. Etudier le cas m = —1 puis le cas m = 1.
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Diagonalisation

Exercice 43

Pour chacune des matrices suivantes, déterminer les valeurs propres ainsi que les vecteurs propres
correspondants :

- 3 20
ot 25
(4] (3 3) e[ 0 0]
1 4 4 3 0 1
Exercice 44
. : . . 1 2
1. Diagonaliser la matrice A = ( 2 1 )
2. On consideére la matrice B = ( :i 3 ) Montrer que la matrice B n’est pas diagonalisable.
3 00
3. Diagonaliser la matrice C=| -4 3 4 |.
-4 0 7
Exercice 45
. . 2a+3 -2a+1
On considére la matrice A = ( ) )
a+l -a

1. Déterminer les valeurs propres de A.
2. On suppose a # —1.
(a) Justifier que A est diagonalisable.

(b) Déterminer une matrice inversible S telle que S™'AS = QE 2 {1])
3. Que direquand a=-17
Exercice 46
On considére les matrices
I 1 1 2 1 1 00 0
A=|{0 0 =-1|,B=|-3 =2 =1 |etD=[0 -1 0
-2 =2 -1 1 1 0 0 0 1

1. Vérifierque A-B=B-A.

2. Déterminer les valeurs propres de A et les vecteurs propres associés.
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3. Déterminer une matrice inversible S, de deuxiéme ligne (-1 1 1) telle que telle que A = SDS™!.

4. Calculer S7! puis B’ =571 . B-S. Vérifier que B’ est diagonale.

Exercice 47
0 3 2

On considére la matrice A=| -2 5 2 |et on appelle P le polynéome caractéristique de la
2 =30

matrice A.
1. Démontrer que : P(X) = (2 - X)? (1 = X).
Comment peut-on en déduire le déterminant de A?
2. (a) Déterminer les valeurs propres de la matrice A ainsi que les vecteurs associés.
(b) Diagonaliser la matrice A.

(c) Soit n € IN*. Ecrire alors A" sous la forme d’un produit de trois matrices.

Exercice 48
On considére la matrice

A=
2 2 0

3 =1 -1
-3 1 3 ]
1. (a) Montrer que le polynome caractéristique de la matrice A est : P(A) = (A+ 2)(A—4)(2 - ).

(b) En déduire que A est diagonalisable et trouver une matrice S inversible telle que $7!-A-S
soit une matrice diagonale D que I'on précisera.

2. Montrer que ¥Yn > 1,

_ 1427 1-2" -2
AP =2 o (1) 27 (—1)" 27— (—1)"
L=(-1)"  1-=(=1)" 1+(=1)"
3. (a) Justifier que D et inversible et calculer la matrice D~!. En déduire que A est inversible.
(b) Montrer que A~! =S-D~!-571,

(c) Calculer alors la valeur de la matrice A™!.

Exercice 49
1 1 0
On considére la matrice A=| 1/2 3/2 -=1/2
-1/2 1/2 3/2

1. Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les vecteurs propres associés.

2. Justifier que A n’est pas diagonalisable.
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1 10
3. Soit P la matrice P=|1 0 1].
011
(a) Justifier que P est inversible et calculer P~'.
(b) Calculer T = P~'AP puis T", pour tout n € IN.
(c) En déduire A", pour tout n € IN.

Exercice 50

On considére la matrice P.

1 =1 0
P=]1 a -1
a 0 2

1. (a) Pour quelle valeur de a cette matrice est-elle inversible ?

(b) Deéterminer l'inverse de P lorsque c’est possible.

2 =2 -1
3 -3 -1

-4 4 1

2. On pose

A=

(a) Montrer que A est diagonalisable.

(b) Soit n un entier naturel. Déterminer A" en fonction de n.

3. On pose

(a) La matrice B est-elle diagonalisable ?

. Vérifier que Ql1.B-Q=T.

oo o
o = O
—_——

-1 0 2

(c) Calculer T° et en déduire B°.

1 -1 0
(b) OnpoﬁeQ:[ 1 -1 -1 ]el'l':[

Exercice 51
Uyl = =Ty 4+ Wy
. 1a : ‘e Upyl = Up+ 2V, —Ww
On considére les suites (u,), (v,) et (w,) définies par:{ ~"*1~ 7 e
Wpy) = —Up = VUp+ 2Wy

H.[]:P{]:w[}:l
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On pose A =

0 -1 1
1 2 =1
-1 -1 2

1. (a) Déterminer les valeurs propres de A ainsi que les vecteurs propres associés.
(On choisira des vecteurs dont la premiére composante est égale a 1).
(b) Justifier que A est diagonalisable et la diagonaliser.
(c) Exprimer A", pour tout n € IN.

2. Exprimer u,, v, et w, en fonction de n.
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