EXERCICES 18 février 2013

Ces Nombres ecMPlexes

Aspect géométrique

Exercice 1

1) D est le point de coordonnées/8; 3). Quel est sonfaxe ?

2) On donne les point&, B, C d'affixes respectives :
Zp = \/§+i, zB:—\/é—i, Zc =2
Calculer le module et un argument pour ces tréfixas. Que peut-on déduire pour
les pointsA, B etC.

3) Placer les pointé, B, C etD a la regle et au compas.
4) Quelle est la nature du quadrilat&x®CD. Pourquoi ?
5) Quel est I'dfixe du pointE tel queODEBsoit un parallélélogramme ?

EXERCICE 2

Dans chacun des cas suivants, représenter I'ensemble ihésvpdont I'affixe z vérifie
I'égalité proposée.

1) 14=3 2) Ref) = -2 3) Im@) = 1

Opération dansC

Exercice 3

Donner la forme algébrique des complexes suivant :

1) z=3+2-1+3i 6) z=(1+1i)?

2) z=6+i— (2 +4i) 7) z= (3+iV5)(3-iV5)
3) z=12-3i—4-5+8i 8) z= (2 - 5i)?

4) z=(1+2i)(4+3i) 9) z= (L +i)(2-3i)(L+1)
5) z= (3—1i)(2+ 7i) 10) z= (2 + 1)1 - 2i)
ExErcice 4

Donner la forme algébrique des complexes suivants en rénékerie dénominateur :

1 1 5+ 15
Dez=15 V2213 R
1 4 - 6i 1+ 2i

2) Z= 4 = =
2_iv3 ) 2=37% 6)2=15
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3-6i 4 4-6i\(1+3i
7 Z= — + — = —
) 3+i 3-i 8 z (2—3i)(3+2i)

Résolution d’équation du 2" degré dansC

EXxERrcICE 5

Résoudre dan8 les équations suivantes. Donner la solution sous forméstgée.

1) (1+i)z=3—i 2 2Ly
. z-1
2) Z+1-i=iz+2
3) (z+1-i)iz+3)=0 5) (iz+1)@z+3i)(z—1+4i)=0
EXERcICE 6

Résoudre les systémes suivants dahs

3z+7Z =2-5i 3 2iz+7Z =2i

Z2—-7 =-2+Ii 3Zz-iZ =1
2) 3z+Z =5+2 2) z-7Z =i

—z2+Z=1-2i iz+Z =1

Nombre conjugué

EXERCICE 7

Donner la forme algébrique du conjugndes complexes suivants :

1) z=3- 4 :3—i :2i+1_1—2i
3z2=15 8 2= "3
1 2i+1 1-2i
2)2=77 =55 35
ExErcice 8

Soitz = x + iy avecx ety réels ; on not& le nombre complexeZ = z— 2z + 2.

1) Calculer en fonction dg ety la partie réel et la partie imaginaire de
2) Résoudre dans I'équation :Z = 0 d’inconnuez.

Exercice 9

Résoudre dan8 les équations d’inconnuesuivantes :
1) Z=i-1 2) (Z+1-i)(iz+i-2)=0 3) —— =i
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Exercice 10

Soitz = x + Iy avecx ety réels.
A tout complexez, on associ& = 2Z— 2 + 6i.

1) Calculer en fonction dg et dey, les parties réelle et imaginaire de
2) Existe-t-il des complexetels queZ = z?

Exercice 11

Dans le plan complexéyl est point d’dfixe z = x + iy, X ety réels. A tout complexe,
z+ 1, 0nassociez = %

1) Exprimerz + Z en fonction dez etz

2) Démontrer que & est un imaginaire pur » est équivaut d«est un point d’'un

cercle privé d’'un point ».

ExErcice 12

. : iz-1
Pour tout complexe différent dd, on pose : Z = T Prouver que :

ZeR o |Z4=1

Vrai-Faux

Exercice 13

Pour chaque proposition, indiquer si elle est vraie ou fawtsproposer une démons-
tration pour la réponse indiquée. Dans le cas d’une prapodiiusse, la démonstration
consistera a fournir un contre-exemple. Une réponse sanerdgration ne rapporte pas
de point. On rappelle que giest un nombre complexa,désigne le conjugué deet |7
désigne le module de

1) Siz+z=0, alorsz= 0.
2) Siz+ % =0,alorsz=1o0uz=-I.

3) Silz =1etsilz+Z| =1, alorsz = 0.

Equations du seond degré

Exercice 14

Résoudre dan§, chacune des équations suivantes.

1) 22-6z+5=0 4) Z2=2z+1
2) 2-5z+9=0 5 2+3=0
3) 2-2z+3=0 6) Z2-2(1+ V2)z+2(V2+2)=0
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Exercice 15

6 est un réel donné
1) Résoudre I'équatiorH): ZZ-2cos9z+1=0

2) Dans le plan complexe ((1—1), 7), A et B sont les point ayant poulffaxe les so-
lutions de I'équation ). Quelles sont les valeurs depour lesquelles le triangle
OABest équilatéral ?

ExEercice 16

212, =5

Résoudre dang le systéme suivant{
H+2=2

Exercice 17

Trouver le complexg et q tels que I'équation 22 + pz+ q = 0 admette pour solutions
les nombres : % 2i et 3— 5i

Exercice 18

Résoudre dan8 les équations suivantes :

1) 2+32+2=0 2) 2 -322-144=0

Polynbmes de degré supérieur

Exercice 19

On pose pour tout complexe f(2) = 2 - 2(V3+i1)Z +4(1+iV3)z- 8i
1) Vérifier que: f(2) = (z— 2i))(Z-2V3z+ 4)
2) Résoudre dar I'équation: f(2 =0

Exercice 20

1) Résoudre dars I'équationz® + z+ 1 = 0 puis déduire les solutions @&— 1 =0

2) On désigne payle complexe :—% + ig
e Calculerj?, j3, j2 00¢

e CalculerS =1+ j+ j2+---+ j2006

Exercice 21

On considére le polynéme P(2) = Z* — 1922 + 52z 40
1) Déterminer les réelsetbtels que : P(2) = (2% + az+ b)(Z + 4z + 2a)
2) Résoudre alors dads I'équation: P(z2) =0
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EXERCICE 22

Pour tout complexe, on consideére :f(2) = Z* — 1023 + 3822 — 90z + 261

1) bestréel. Exprimer en fonction deles parties réelle et imaginaires €).

2) En déduire que 'équation(z) = 0 admet deux nombres imaginaires purs comme
solution.

3) Démontrer qu’il existe deux nombres réel®t 8 que I'on déterminera, tels que,
pour tout nombre complexg

f(2 = (Z+9@ +az+p)

4) Résoudre alors danig I'équationf(z) = 0

Forme trigonométrique d’un nombre complexe

ExErcice 23

Donner la forme trigopnométrique des nombres complexesstsv.

1) z2=2+2iV3 3) z3 =4 4i 5) 75 = —2i

2) =-V2+iV2 4)24:_%1+¥ 6)26:ﬁ

Exercice 24

Dans le repére orthonormal direct,on a re- B 0 A
présenté le carré ABCD ci-contre. 1

Donner I'dfixe et un argument de chacun 1 0 T
des sommets du car&BCD

ExERcICE 25

A l'aide d’une calculatrice, donner une valeur approché®2& firés d’'un argument de
chacun des nombres complexes suivants :

1) z=4-3i 2)z=1+2i 3) z=-2+I

EXERCICE 26

Trouver une forme trigonométrique de chacun des nombreplesss suivants :

1-iv3 C(VB+i)

1) z=(1-i) 2 2= 3 2= (1+i)12
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ExERrcICE 27

, 6-iVv2 .
On donne les nombres complexes suivants = % et z=1-i
. . z
1) Donner une forme trigonométrique de z, etz—1
2
2) Donner la forme algébrique dié
2
3) En déduire que :
COSl — \/6;2 et Sinl — M
12 4 12 4

ExErcice 28

La formule de Machin

On rappelle que pour tou réglt > 0), il existe un unique réel de[o; g[ telquetarr =t :
ce réel est noté arctan
1) Donner la forme algébrique de= (5—i)*(1 + ).

2) On poser = arctan} etg= arctani
posS&r = 5 &A= 239

Montrer que-a est un argument de-5i et—3 un argument de.

En déduire que & - 8 = % [27]

3) Prouver en fait qued — 8 = %

1 1 . : i
Note : La formule = = 4arctan: — arctan2—39 permit a John Machin, mathématicien

anglais, en 1706 de calculer les 100 premieres décimales @ utilise un développe-
ment limité pour calculer learctan

Forme exponentielle

Exercice 29

Donner une forme exponentielle de chacun des complexesrgsiv

1) z2 = 2V3+6i 2) 2= (1+iV3) 3) 23:2(cosg—ising)

Exercice 30

Dans chacun des cas suivants, écrasous la forme exponentielle et en déduire la forme
L _ 1
algébrique d& et >

1)2:% 2) z=(1+iV3)* 3)z=3ie’s 4) z=-12¢'4
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Ensemble de points

Exercice 31

Déterminer et construire les ensemblgsT’, et '3 des points dont I'lixe z vérifie la
condition proposeée.

1) z=3e'* avec « € [0; 2n[
2) z=re€'i avecr € [0; +oof
3) z=ke's aveckeR

ExErcice 32

A et B ont pour #ixes respectives 1 et-32i.
Dans chacun des cas, donner I'ensemble des pbidont I'affixe z satisfait la condition
Suivante :

1) |z— 1] = |z— (3+ 2i)| 2) Iz- (3+20) =1

Exercice 33

Le plan est rapporté a un repere orthonormal directYOV)).
On appellef I'application, qui, a tout nombre complezalifférent de-2i, associe

zZ-2+i
z+2i
1) On posez = x + iy, avecx ety deux réels, exprimer la partie réelle et la partie
imaginaire deZ en fonction dex et dey.
X2+ —2X+3y+2
X2+ (y+2)2
A\ soyez patient et méthodique !

Z=1@ =

-X+2y+4
X2+ (y+2¢

On vérifieraque Ré&) = et Im@Z) =

2) En déduire la nature de :

a) I'ensembleE des pointdV d’affixe z, tels queZ soit un réel ;

b) I'ensembleF des pointdM d’affixe zdu plan, tels qué& soit un imaginaire pur
éventuellement nul.

c) Représenter ces deux ensembles.

Exercice 34

La Réunion juin 2010

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal c{'(r)aa?, 7).

On considére le point A dféixe 1+ 1.

On associe, a tout poiMd du plan d’dfixe znon nulle, le pointV’ d’affixe
z-1-i

Z = .
z

Le pointM’ est appelé le point image du poixit
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1) a) Déterminer, sous forme algébrique flixee du point B, image du point B
d’affixei.
b) Montrer que, pour tout poi¥l du plan d’dfixe znon nulle, I'#fixe Z du point
M’ est telle quez # 1.

2) Déterminer I'ensemble des poinkd du plan d’dfixe z non nulle pour lesquels
I'affixe du pointM’ est telle quéz| = 1.

3) Quel est’ensemble des poiritbdu plan d’dfixe znon nulle pour lesquels lfaxe
du pointM’” est un nombre réel ?

Triangle

Exercice 35

On donne les points A, B et C dfixes respectives, b etc
3. 5. 7,
a—1+Z| b—2—Z| C—3+Z|
1) Placer les points A, B et C.
2) Quelle est la nature du triangle ABC ?
3) Calculer I'dfixe de A tel que ABA'C soit un carré.

Exercice 36

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal c(itbptﬁ ; V), on considére
les points A, B et C d’'lixes respectivea = -2+ 2i, b=-3-6i et c=1.

Quelle est la nature du triangle ABC ?

Exercice 37

Les points A, B, C, D ont pourfixes respectives
a=2-2i, b=-1+7, c=4+2, d=-4-2

1) Qestle pointd'#fixew = -1+ 2i
Prouver que A, B, C, D appartiennent au cercle de ce&nteede rayon 5.

2) On notee I'affixe du milieu E de [AB].

. a-e c-e
Calculeze puis prouver que— = ——
d-e a-e

La droite (EA) est une droite remarquable du triangle DE@cizer laquelle.

Exercice 38

Polynésie septembre 2011

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (ﬂ@:ca), 7). L'unité gra-
phique est 1 cm.

On désigne par A, B et C les points fiaes respectiveg, =2—-3i, zz =ietzz. =6 1.
On réalisera une figure que I'on complétera au fur et & mesgegdestions.

Partie A
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Z3 — 2

2) En déduire la nature du triangle ABC.
Partie B

On consideére I'applicatiori qui, a tout pointM d’affixe z distincte de i, associe le point
M’ d’affixe Z telle que :

1) Calculer

_i(z-2+3i)
oz
1) Soit D le point d’dfixe zp = 1 — i. Déterminer I'dfixe du point D image du point
D parf.
2) a) Montrer qu'il existe un unique point, noté E, dont I'igeapar I'applicationf
est le point d’#ixe 2.
b) Démontrer que E est un point de la droite (AB).

z

N . AM
3) Démontrer que, pour tout poiM distinct du point B, M’ = BV

4) Démontrer que, pour tout poiM distinct du point A et du point B, on a I'égalité :

— VSN <
(u, OM’):(BM,AM )+§a27rpres

5) Démontrer que si le poin¥l appartient a la médiatrice du segment [AB] alors le
point M’ appartient a un cercle dont on précisera le centre et le rayon

6) Démontrer que si le poiMl’ appartient a I'axe des imaginaires purs, privé du point
B, alors le pointM appartient a la droite (AB).

Exercice 39

Polynésie juin 2006

Le plan complexe est muni du repere orthonormal directﬁ)o 7); unité graphique
2 cm. On appelle A et B les points du plan fiiges respectivea = 1 etb = —1. On
considére I'applicatiorf qui, a tout pointM différent du point B, d’'iixe z, fait corres-
pondre le pointV’ d’affixe Z définie par

z_z—l

z+1

On fera une figure qui sera complétée tout au long de cet eeerci
1) Déterminer les points invariants dec’est-a-dire les pointM tels queM = f(M).
2) a) Montrer que, pour tout nombre complexdifférent de-1,
Z-1)(z+1)=-2.

b) En déduire une relation entj2 — 1| et|z+ 1| , puis entre argZ — 1) et arg
(z+ 1), pour tout nombre complexadifférent de-1.

Traduire ces deux relations en termes de distances et é&angl|

3) Montrer que siM appartient au cercles() de centre B et de rayon 2, alok$’
appartient au cercleg(’) de centre A et de rayon 1.

4) Soit le point P d’'ixe p= -2 +i V3.
a) Déterminer la forme exponentielle de+£ 1).
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b) Montrer que le point P appartient au cerc® (
c) SoitQ le point d’'dfixeq = —p oup est le conjugué de.
Montrer que les points A,’Ret Q sont alignés dans cet ordre.

d) En utilisant les questions précédentes, proposer urgroation de I'image
P du point P par I'applicatiorf.

Vrai-Faux et QCM

Exercice 40

Vrai-Faux

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elteveie ou fausse et donner
une démonstration de la réponse choisie. Une réponse noardéie ne rapporte aucun
point. Toutefois, toute trace de recherche, méme incompbét d’initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dans I'évaluation.

Le plan complexe est muni d’'un repére orthonormal directYQV)).
1) Soient A le point d’&ixe 2— 5i et B le point d’dfixe 7— 3i.
Proposition 1 : Le triangle OAB est rectangle isocele.
2) Soit (A) I'ensemble des pointsl d’affixe ztelle quelz—i| = |z+ 2i].
Proposition 2 : (A) est une droite paralléle a I'axe des réels.
3) Soitz=3+iV3.
Proposition 3 : Pour tout entier naturel non nul,z2" est imaginaire pur.
4) Soitzun nombre complexe non nul.
Proposition 4 : Si g est un argument dealors|i + 7 = 1+ |Z.

5) Soitzun nombre complexe non nul.

iy : L s 1 ]
Proposition 5 : Si le module dez est égal a 1 alorg + 2 est un nombre réel.

Exercice 41

QCM

Pour chaque question, une seule des quatre réponses pepeséexacte. Le candidat
indiquera sur la copie le numéro de la question et la réportsasie. Chaque réponse
exacte rapporte un point. Aucune justification n’est denéa@nducun point n’est enlevé
en I'absence de réponse ou en cas de réponse fausse.

Le plan complexe est rapporté au repére orthonormal di@scntT(, 7).
Ondésigne par A, B, C, D les points ffixes respectives, = 1, zs =i, zc = -1, zp = —i.

1) L'ensemble des points diaxe ztelle quelz+i| = |z— 1| est : (2 réponses possibles)
la médiatrice du segment [BC],

le milieu du segment [BC],

le cercle de centre O et de rayon 1,

la médiatrice du segment [AD].
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. zZ+i . . o
2) L'ensemble des points diaxe z telle que;1 soit un imaginaire pur est :

la droite (CD) privée du point C,

le cercle de diameétre [CD] privé du point C,
le cercle de diamétre [BD] privé du point C,
la médiatrice du segment [AB].

3) L'ensemble des points diixe ztelle que argf — i) = —g + 2kt ouk € Z est :

le demi-cercle de diametre [BD] passant par A,

la droite (BD),

la demi-droite ]BD) d’origine B passant par D privée de B,
le cercle de diametre [BD] privé de B et D.
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