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E'I'ape l. Trigonomé'l'rie

1.1. L'essentiel
ACTIVITE 1 : Rappeler l'aire d’'un disque et la circonféredaen cercle de rayon

ACTIVITE 2
- Tracer un cercle. Repérer les angles 90°, 180%.360
- Sile rayon de ce cercle est de 1 Unité, sa ciczenice mesurer@
On invente une nouvelle mesure des angles a partiette observation : le radian.
- 360° est égale arradian.
- On peut ainsi compléter le tableau suivant :

Mesure en radian 0 71/6 n/4 n/3 n/2 Tt 21
Mesure en degré 0° 30° 45° 60° 90° 180° 360°
ACTIVITE 3

La Mesure principale d’'un angleest comprise entr]ahlr,n]

Déterminer la mesure principale des angles suivamts 3—3477 ;B = %ﬂ ;0= _386777

Définitions

Définition : On appelle cercle trigonométrique dans le plamind’'un repére orthonorma
(O,T,T) le cercle de centre O de rayon 1 pour lequel aristhcomme sens direct le sens

inverse des aiguilles d’'une montre.

Définition : M étant le point du cercle trigopnométrique teécﬁOA OM) =qa X M‘\+
_ _ _ ) K by Z
» L’abscisse du point M est le cosinus du nombr@oté cosa . 5
» L'ordonnée du point M est le sinus du nombrenotésinga . a_,l,
H
o 44— | Mesure algébrique 9
cosa = OH etsing =0OK « longueur orientée »
Propriété :Quel que soit le nombre réel
-1<cosx<1 -1<sinx<1 co x+sin®x=1
ACTIVITE 4
Placer un point Ncosa;sina) sur le cercle trigonométrique tel que :
cosa >0 cosa <0 cosa <0 cosa >0
sina <0 sina <0 sina >0 sina >0
ACTIVITE 5
Résoudre les eéquations suivantes et représentersdegions par des points du cercle
. o 7l 2n
trigonomeétrique : a)<:z+k><2n b) 2y = n+2kn Cc) 4t :?+2kn
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Tableau de valeurs usuelles
Voici quelques valeurs remarquables

Mesure en radian 0 n/6 | n/a n/3 n/2
Mesure en degré 0° 30° 45° 60° 90°
sinus 0 1 J2 J3 1
2 | 2 | 2
cosinus 1 J3 J2 1 0
2 | 2 | 2
tangente 0 1 1 J3 Pas
ﬁ d'image
ACTIVITE 6

A l'aide d’un cercle trigonométrique, déterminangelques propriétés :

* Réels opposésaet—a. * Réels dontla somme est. 7—a eta
o cod-a)= cos(a o codm-a)=-coda)
o sin(-a)=-sin(a o sin(r-a)=sin(a)

 Reéels dont la difference egt:aetn+a
o codr+a)= —cos(a

o sin(r+a)=-sinfa) @ o cof T-a=sinl {}

0 sin(’—zT - aj = coqa)

, 7l
« Réels dont la somme eszt

Résolution des éguations sinx=a et cosx=a

« Sial [— ];1] , 'équationsinx = a n’a pas de solution
« SiaO[-11], il existeaD[—l—zT;l—ﬂ , unique, tel quesing = a
L’équation sinx =sina admet deux types de solution :

(1) x=a+2kn
(2) x=n-a +2kn aveck entier relatif quelconque

EN TOUT ETAT DE CAUSE,
NE JAMAIS HESITER A DESSINER UN CERCLE TRIGONOMETRI QUE

« Sial [— 11] , 'équationcosx = a n'a pas de solution
« SiaO[-11], il existea 0[0;7], unique, tel queosa = a

L’équation cosx = cosa admet deux types de solution :
(3) x=a +2kn
(4) x=-a +2kn aveck entier relatif quelconque
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1.2. Exercices de I'étape 1

Exercice 1 : A
Déterminer la mesure principa{k- 77, 77]) des angle suivants
Et placer les sur un cercle trigpnométrique
437 e

a= e mesure principale :
B =275n v >
1= - 571 o

3
5=_ 21n o

4
Exercice 2 :

Résoudre les eéquations suivantes et représentersdegions par des points du cercle
trigonométrique

a)4t=4—:+ktzn (kDZ) b)2t=g—t+k[2n (kDZ)
Exercice 3 :
_V2
cosqa =—
a) Déterminer I'angler tel que 22 . Le placer sur un cercle trigpnométrique.
sing =——
2
cosf = 1
b) Déterminer I'angleS tel que _\/25’ . Le placer sur un cercle trigonométrique.
sinf=——
o 2
cosd = ——\/“;’
c) Déterminer I'angled tel que \él_z Le placer sur un cercle trigonométrique.
Sind =——
V12
. . cosp =0 : e
d) Déterminer I'anglep tel que sing = -1 Le placer sur un cercle trigonomeétrique.
COoSsu = _T
e) Déterminer I'angleu tel que 332 . Le placer sur un cercle trigonométrique.
siny=—
V18
Exercice 4 :Résoudre les équations suivantes
a) sin(3x) = sin[2x+gj b) cost =§ c) sin(4t) = _—;/E d) coq3x) = 05
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Etape Z. Nombre complexes

2.1. A Retenir

z=2+3
z=3i
z2=4
sont des complexes

L’ensemble des nombres complexes est biéest le nombre tel quié = - 1

Un nombre complexe z s’écri=a+ib oua etb sont des nombres réelsgest appelé
partie réelle, b partie imaginairet

Forme algébrique : z=a+ib oua etb sont des nombres réels.

Module : |7 = va? +b?

Argument : Arg(z)=6  Iangle tel quecosd = 2 esing =2
N r r

b M(2)

\ 4

a

OM = aii + bv OM =r =|7 =+a’ +b?
Abscisse d& : a=Rez)=rcosd
Ordonnée d&/ : b =Im(z)=rsing

Forme trigonométrique : z=r(cosf +ising) our =|7 et 6 = Arg(2)
Forme exponentielle :z=re'’ olir =|7 et 8 = Arg(z)
Module, Argument et conjugué, produit et quotient :

_ @ 1 ( zj Z
2+2'=72+7 22' =717 —|=c -1 ==
z zZ) Z
1|1 . . z| _ |
—| = — ZXZ| = X|\Z — = —
4ot e 2.
arg% = - argz+ 2kt argzx z) =ardz) +argdz) + k2n
arg§ =argz— argz+2 kr ouk est un entier relatif
Formule de Moivre : (cos@ +isind)" = cosn@ +isinné () =&

1, ~ . .
Formule d’Euler : cosd = —(e'g + € "9) et sin@zi_(e"’ - e"‘g)
2 2i
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» Equations du second degré a coefficients réels
L’équation az’ +bz+c= 0 (aveca, b, c réels etaz 0 de discriminantA =b” —4ac
admet :

“b-vA __ _-b+A

— etz =———

a

* Si A > 0, deux solutions réelles, = >
a

* Si A = 0 une solution réelle doublez, = z, :;—b
a

* Si A < 0deux solutions complexes conjuguées .:_b_zl—a_A etz, = _b+2I—a V-4

Dans tous les casz’ +bz+c=a(z-z)(z- z,).

* Rappelons les valeurs remarquables de sin et cos

6 0 n/6 | n/4 | n/3 /2
sin x 0 1 J2 J3 1
2 | 2 | 2
COSX 1 J3 J2 1 0
2 | 2 | 2
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2.2. Exercices de I'étape 2

Exercice 1 :
1) Dans le plan complexéO;G,V), placer les points A,B,C,D,E d’affixes respectivesi ;

-2:-2 ;5-4i;—3—1i.
2

2) Donner les coordonnées cartésiennes de A,B,C,D,E.
3) Déterminer I'affixe du point £ 37).

Exercice 2 :
Mettre chacun des nombres complexes sous fornébradgie
a) 5i - (3+2i) b) 2(5-i)+3(i - 4) c) (-4+2i) d) (5-11)(2-i)
&) (3+if3-i) 1 (+2) oV2+i-(z+3f  m2-3
N — 1 1-4i i(1-7i)
k) (4+3)2-i) ) 2i -3 m)2+3i n)2+3i 0) (2+3i)2
Exercice 3 :
Résoudre les équations suivantes
_ _ Z+i_ . 2z, -7z,=54
a) (2+i)z+4=0 b)z_i—5 C)5z=4-] d){izl+322:7i

Exercice 4 :
Calculer le module et un argument des nombres g suivants, puis les écrire sous
forme trigonométrique

a) z, = —/3 +i b)z,=-17 ¢)z =5  d)z, =-12/3+12 e)z =-6J/3+6i

Exercice 5 :

Soit z, = V3 +i z, = 2(00{—%) +i sin[—%TD z,=-2+2

1) Ecrire z, sous forme algébrique

2) Calculer:z,, z,+z,, 2, +2,, 2, X2, , X7, i, i-

Z2 Z3
4
ZZ

4) Calculer Arg(z), Arg(z,), Arg(z,), Arg(z,). Arg(zij

3) Caleuler:|z], |z,|, |z, |z,

5) Ecrire sous forme trigonométriquez;, z,.
6) Ecrire sous forme exponentielle;, z,, z,.

Exercice 6 :
Déterminer les racines carrées dahde : 25 ;3 ;-2 ;-17 ; -36 ; O.

Exercice 7 :
Résoudre dan€ chacune des équations suivantes :

a) 22 -3z+18=0 b)Z2+92-4=0 )22 -[1+32)+3=0 d) 22 +22+8=0
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Efape 3. Dérivation

3.1.

* Le nombre dérivéf au point d’abscissea est le coefficient directeur de la tangente a

L'essentiel

la courbe au point d’abscisse. Il est notéf’ (a).
« Equation d’une tangente au point d’abscissey = f'(a)(x-a)+ f(a)
« Approxiamtion affine dé ena: f(a+h)= f(a)+ f'(a)h+hg(h) avechlim0¢(h) =0

+ Dérivées de fonctions usuelles

Dérivées usuelles

y =1(x)

Coefficient

directeur de "

Y

f() Ty =[f’(¥Ix+p

/ >

f(Xx) '(x) Intervalle |
k; kréel 0 IR
X 1 IR
mx+p m IR
e 2X IR
X", n entier naturel nx* IR
1 _1 J=eoi] ou JOseo]
X x?
1 _n J=eo:q ou 05+
Xn Xn+1
Ix N Josee
2/x
sin X COS X IR
COS X - sin X IR
codat + ) — wsin(at + @) IR
sin(at + @) weodat + @) IR
tar x IR
1+tan® x =
cos X
Opération sur les fonctions dérivables
Fonction Dérivée Fonction composée
ku (k réel) ku’ Sig(t) = f(at+b) et sif est dérivable eat+b
alors g'(t) = af'(at+ b
u+v u'+v’
uv u'v+uv’
1 VvV
Vv v?
u uv-uv
v v2
u” nu'u™*
gou u' x (g' o u)
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3.2. Exercices de I'étape 3 Réponse
Exercice 1 :Dériver les fonctions suivantes: Exercice 1 :
a) f(x)=4x+1 D= IR i a) f'(x)=4
b) f(x)=5x-3x+2  D=IR . b) f/(x)=10x-3
= X, x_1 = i f’ :ﬁ E
0 (=222 D= IR °) f'(x) ?;+4
d) f(x):éx3—ix +6x-4 Di=IR ! d) £/(x)=x - x+6
3 2 Le) f/(x)=12x° +15¢ - 4x- 1
e) f(x)=3x"+5¢-2¥-x+1  Di=IR : f £'(x) = —24x-5
) f(x)=(3x+2)(-4x+ ] D=IR | g f/(x)=18x-12
0 =Cod bR s
()= D=0 | g
X ! I
1 ) f (x)=1—7
i) f(x):x+; Df:]—ooq | 5
3 D=
D of(=-= Dr=[Oiteo 4
X .
4 : k) f '(X) - 2
K f(x)= Di= |-Li+eo| (x+1)
x+1 ' 4
o 4 | K) f'(X)_ZX— 2
) (=X 41— D= [l §x+1)
_2x-5 : r o m) f'(x)=
m) f(X) = % +3 Df = ]3,+00[ i ) ( ) (_X+3)2
22X E N 22X 42
n) f(x)_XZ +1 Dr=IR i n) f (X)_(X2+l)2
t)=sin2t = IR !
) g(t) =sin - . i 0) g'(t) =2cos2t
t) =sin X —j Dr = IR !
P) oY) Slr( ¥ 2 f o p) gt :300f{3t +—j
q) ot) =cos3 B=IR o
N o(t)=co{-3+n) Di = IR . 99 ()= 3_5m(3t)
1) g'(t) =3sin(-3t + 7
s) h(z)=(3z-1Nz Dy = JOye] ()= 921
N3 r s)h'(z)=
y hit)=[> 4} = htoo| | 2Jz
x-1  on()=q L[4 2 33x-4)
u) f(x)=vx®2+5x+7  Di=IR ; Tl x-P U x=1) T (x-1p
V) f(x):co{l—Tj Dr = |0;+00 u) f'(x —_ 2X+5
X I
Exercice 2 : V) f’(x)=£25in(7—7j
Ecrire pour chaque fonction I'équation de Ia X X
tangente au point d’abscisse _
a) f(x)=x*-2x*+ x+1, a=-2 , Exercice2:
- a) T a pour équatiory = 21x + 25
2x—3 |
o) f(x) = X+4 ' =05 b) T a pour équatiory = ﬁx—ﬁ;
: 81 81
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E'I'ape Y Limites de fonctions

4.1.

L’essentiel
Notation et vocabulaire

lim f(x) = L signifie : la limite de f (x) quandx tend versa estL.

Limites a l'infini

1 .1 1 1
e Ilim==0 lim — =0 lim — =0 lim —=0
X400 ¥ Xt Y X o0 Y X — 400 X
. 1 . 1 . 1 . 1
Exemple : lim|2+=|=2. lim|—|=0 lim -——— = lim > =0
X — +oo X X — +00 X—a X — +oo (X_a) X — —00 (X_a)
e lim x=+e lim x? = +oo lim x° = +oo lim ~/x = +oo
X — +oo X — +oo X — +0o X — +00
lim x = —o0 lim x? = +oo lim x® = —o0
X— —00 X - —00 X — —00
Exemples : lim /x =+,  lim (~3x*) =~ lim (-3x°) = +oo
X — +oo X — +0o X — —00
e Limites en une valeur définie
Soita un réel.
. 1 . 1 . .
« lim——=-00 ; lim——— =+o0 ; lim > =+ ; lim = +oo
Ex-a ax-a *2(x-a) Cax-a
e Opérations sur les limites
Les fonctiond etg ont le méme ensemble de définition.
a désigne un réel ottco ou — etl, I' sont des réels.
f a pour limite era I I I + 00 + 00 — 00
g a pour limite era I + 00 — 00 + 00 — 00 - 00
f+g a pour limite era | |4/’ + 00 — 00 + 00 FI — 00
f a pour limite era I >0 | I>0 | I<O | I<0O +00 | +00 | —o0 0
g a pour limite era I 400 | —o0 | +00 | —oc0 | +00 | —o0 | —o0 + 00 ou— o0
fxg a pour limitg II 400 | —00 | —0 | 400 | +00 | —o0 | +o0 FI
ena

Exemples :Attention, aux formes indéterminées :

C W=k ek m 0= im b=
c = ro=x s Im £()=0 Im gl)=tes
. f(x)—&xsx, (x)=x ; XIierI‘(x)=O;Xlirymg(x)=+oo

lim f(x)xg(x)=1

X +00

lim f(x)x g(x) = +oo

X — +oo

f x g n’a pas de limite
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f a pour limite era I I + 00 + 00 — 0o — 0o + 00 ou— o
g a pour limite era P#0 | toou— | I'>0 | I'<O |I'>0 |I'<O + 00 ou—
I

f -
— a pour limite era T
9

fapourlimteerma |[>00u+o |[I<O0OU - ||>00uU + |I<0ou — 0
g a pour limite era | 0 en restant O en restant O en restant O en restant 0
positif positif négatif négatif
f . + o0 — 0 — 0 + 00 Fl
Ea pour limite era

Méthodes :
e Etude d’une limite d’un polynédme
Pour étudier la limite en +c ou —o d'un polyndbme, on met en facteur le terme de plus
haut degré.
Exemple : étude de la limite err o de f(x)=x* —3x? +2x+1

On sait quelim x® =+ ; lim -=3x* = - ; lim 2x =+ doncFl. On ne peut pas conclure

X — +00 X — +00 X — +00

directement.

On réécritf : (x)= xs(l—§ +% +i3j
X X2 X

Or lim _—3=O ; lim %:O ; lim %:O. Donc lim (1—§+£2+i3j=1
X400 ¥ X +oo y X— o0 ¥ X— +oo X X X

Dautre part, lim x* =+ donc lim f(x) = +eo
X— too X — 0o
+ Etude d'une limite d’'une fonction rationnelle
Pour étudier la limite en + © ou — o d’une fraction rationnelle, on factorise le numéraeur
et le dénominateur par leur terme de plus haut deg.

X% +2X

Exemple :étude de la limite er o et en 3 def (x) = définie sur|3;+od .

e En +o, limx*+2x=+0 et lim x-3=+0 donc FI. On ne peut pas conclure

X — +0o X — 400

directement.

(ed) 43
S

Or lim (1+Ej:1; lim (1—§j=1; lim x = +c0. Donc lim f(x) = +oo

X - +00 X X +00 X X — +00 X — +00

e En 3, avec>3
limx?+2x=15etlimx-3= 0,

X-3 X-3

Or x-3> 0 sur l'intervalle, dondirr;x—3: 0. Donc lim f(x)= +eo

X — +oo

On réécrit f (x) =

x>3
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* Limite de la composée de deux fonctions

Soienta, b, c des réels ot o ou — o, etf etg deux fonctions.

Si lim f(x)=b et lim a(x)=c, alorslirréll(g o f)(x)=c

Exemple : étude de la limite er o de h(x) = co{lj .

On posef (x) :%

X - 00

« Conséguences graphigues : Les asymptotes

X

. g(X)=cosX . h(x)= (g f)(x)
or lim f(x)=0; Qrpog(x)=1 : doncxllrpw(go f)(x)=1

lim f(x) =+ ou —oo
X2

La droite d’équatiox=xg est la
droite asymptote a la courbe

Le signe de la limite infinie
détermine la position de la courbe

y A

— =

<Y

Xﬂrr}roof(x) =| avecl IR
OU-co

La droite d’équatioly=I est la
droite asymptote a la courbe
Le signe dé(x)-I détermine
la position de la courbe

<Y

Im 109~ (ax+ 5] =0

OU—c0

La droite d’équatioly=ax+b est la
droite asymptote a la courbe

Le signe dé(x)-(ax+b) détermine
la position de la courbe

Q

<Y
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4.2.

Exercice 1 :

Exercices de I'étape 4

Déterminer les limites dieaux bornes de l'intervalle d’étude I.

1) f(x)=4x®+5x* -1

2) f(x)=-x*+3x+1
3 f(x):Xi1

4 £(0)= —Xx++§1
=22
6) f(x)= 2X X__SiHl
7) f(x)=2x-3+ —
8) f(x)= 2x2+x—%
9) f(x)=/4x? +1-2x

Exercice 2 :

Soitf définie par f (x) =

(2x-1)?

=R
=R

= O]

| =]-e0-g

| = ]2;+oo[

= o0
I =]— oo;—2[

I = ]O;+00[

=R (On utilisera I'expression conjuguée si nécessair

4x° - 3x

surD E&oo[ et% sa courbe représentative dans le plan

muni du repére orthonorm@);f; I)

1) Vérifier que pour touk de D, f(x)=x+1-

1
(2x-1)?

2) Determinerlim f(x) etxlirp f(x).

X =
2

Que déduit-on graphiquement de la premiére limite ?
3) Déduire de 1) I'équation de I'asymptote obliquea la courbér, puis étudier la position
relative de la courbe par rapport a cette asymptote

Exercice 3 :

Soitf une fonction définie paf (t)

_ P -4t° +8t-4
(t-1)°

. On appelle7'sa courbe représentative

dans un repere orthonormal
1) Déterminer I'ensemble de définition tle
2) Etudier la limite dd en 2. En déduire I'existence d’'une asymptoiont on donnera une

équation.

3) Déterminer les limites dieen + et en—co.

Déterminera, b, ¢, etd pour quef (t)

ct+d Ly .
=at+b+ > - En déduire I'existence d’'une

(t-2°

asymptote obliquec/ dont on précisera I'équation et sa position pppoat a la courbe.
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Etape 5. Etude d'une fonction

5.1. L'essentiel
* Sens de variation

Si pour tout réel x de | Alors
f(x)=0 f est constante sur |
f(x)>0 f est strictement croissante sur |
f'(x)<0 f est strictement décroissante sur |

e Extremum

Si f est dérivable sur lintervalle | et admet un maimlocal (ou un minimum local) en un
pointa distinct des extrémités de I, aldr&a)=0.
A A

Minimum local

v

» Etude et Représentation graphigue d’une fonction
Pour Etudier une fonction et construire sa reprasiem graphique, on procede généeralement de
la maniére suivante:
o Limites aux bornes de lintervalle d’étude
o Etude des variations :
» Dérivée
» Signe de la dérivée
* Tableau de variation
0 Le plan étant muni d’'un repére orthogonal ou ortmoral, on dessine la courbe
représentative aprés avoir placé :
» Les éventuels points représentatifs des extremums
» Des points ou des droites particuliers
* Quelques points obtenus a I'aide d’une calculatrice

3
Exemple : Etudier et représenter sur [-5 ;8{x) = 2% +x?—12x+1

Théoreme des valeurs intermediaires :
Si f est une fonction continue sur sar ], alors pour tout réet compris entref (a) et f (b), il

existe au moins un réelcompris entra etb tel que f (c) = k.

A
f(b) : Théoreme «de bijection»Si f est une fonction dérivable et

strictement monotone sua,[b], alors pour tout élémeit compris
entre f(a) et f(b), l'équation f(x)=A admet une solution

unique dansd, b].

p)
f(a)
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5.2. Exercices de I'étape 5

Exercice 1 :

f est la fonction définie sur IR parf:(x) = x* - 6x> —8x
a) Etudier la limite dd en — o et + o
b) Déterminer la donction dérivée tlet démontrer que '(x) = 4(x - 2)(x +1)
c) Etudier le signe def '(x). En déduire dans un tableau les variation de

2

Exercice 2 :
Etudier la fonctiorf définie sur IR parf (x) = x* + 2x* -3

Exercice 3 :
Etudier la fonctiorf définie sur IR parf (x) = 2213
X
Exercice 4 :
. . . X 3
Etudier la fonctiorf définie sur|0;+o| par f({x)=—+—
J0+eo[ par f(x) NCRR
Exercice 5 :
2
F est la fonction définie sur IR — {1} parf:(x) = ZE(—J:SZ(.
X_

Déterminer les réels etb pour que la fonctiohadmette un extremum égal a 2xe12.

Exercice 6:

1) Etudier la fonctiori définie suR par f(x) = x* + x+1

Démontrer que I’équatiorf(x) =0 admet une unique solution dans l'intervalle ]-1Dpnner
un encadrement d’amplitude i@e cette solution.

Exercice 6 :
t°-4t” +8t-4
(t-1)
dans un repere orthonormal d’unité 1 cm. On étadisur I=[— 3;6] , Mais on s’intéressera aussi
au comportement deen + o et en—oo.
1) Sur I, Déterminer 'ensemble de définitionfde
2) Etudier la limite dd en 2. En déduire I'existence d’'une asymptoiont on donnera une
équation.
3) Déterminer les limites dieen + 0 et en—oo.

Soitf une fonction définie paf (t) = . On appelle7'sa courbe représentative

. : t+ o :
Déterminer, b, c, etd pour quef (t)=at+b+ ¢ d2 . En déduire I'existence d’'une

t-1
asymptote obliquec/ dont on précisera I’équatior(1 et )sa position pppoat a la courbe.
t2(t-3)

(t-1°
5) Etudier le signe dd . En déduire les variations €lsur 1.

6) Déterminer le point d'intersection J deetoc7. O, admettra que les coordonnées de J

4) Calculer f'(t). On démontrera qué'(t) =

sont (%_1—27} Déterminer I'équation de la tangent& &n ce point.

Tracercez, 9 et¢ sur |.
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Etape 6. La fonction

exponen'l'ielle

6.1. L'essentiel

« Notation : exp(x) = e*
e Pour tout nombre réeg| & >0

e e =1 e =e
1 ea n
. atb —_ ~a b -a — - a—b__ a — a
e =e’xe et = =5 (e)—é‘
- Dérivée ; ) =¢ (e20) = u(x)x e [(e”) =u’><e“}
 Limites: lim e =0 im e =+
* Variations et courbe représentative |
X —00 +00 1
(ex)' — ex +
+00
ex / 1
. |
/
X X
e Théorémes admis : lim — =+ lim — =+ n>0
X — 400 X X — +00 Xn
lim xe*=0 lim x"e*=0
X — —00 X - —00
2T lim e =0 (e’x) =-e”
X - +
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6.2. Exercices de I'étape 6

Exercice 1 :
. Iin_1 -1+e* I|lim-1+¢*
« lim3+ e’ lim3+e™
« lim e lim e™
. .28 —-x e*
e limx*+2-¢ lim lim
X — +0o X — +oo X2 X~+°°\/_
« lim xe> 4 lim xe e
Exercice 2 :
Déterminer les dérivées de la fonctiosur 'ensemble donné ou elle est définie dérivable
a) f(x)=x+¢ Dr=R b) f(t)=e Dr=R
b) f(x) 2x—-e¥* Di=R d) f(x) e Di=R
e) f(x) = x*¢& Di=R (x):lX Di=R
€
g) f(x)=2" D=R h)f(x) (3x-2)e* Di=R
X 1
i) f(x)= fel D =R ) f(x)=ex D=R
e p—
3x+1
k) f(x)=e' Dr = ]0;+oo] ) f(x)=ex? Dy = Ji;+oo]
Exercice 3 :

Etudier la fonctiorf surR définie par f (x) = x + e*

Exercice 4 :

Etudier la fonctiorf surR définie par f (x) = 3000e 220

Exercice 5 :
Etudier la fonctiorf surR définie par f (x) = e

—x2

Exercice 6 :
Etudier la fonctiorf surR définie par f (x) =

X+X

Exercice 7 :

Etudier la fonctiorf surR définie parf (x) = x—% +e7
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Etape 1. La Fonction logarithme

7.1.

X—

lim_In X =—o0
0

L’'essentiel.

La fonctionlogarithme népérien f(x)=Inxest la primitive dex — = sur ]O;+oo[ qui
X

prend la valeur O pow=1.

~—

Dérivée :(In x)' = % (In u(x))' - l:_x

(

(x)
In1=0 Ine=1 Ine" =n
Pour toutx de |L+oo[, INx >0

Pour toutxde [0;] , Inx <0

Relations fonctionnelles Inab=Ina+Inb

a
InE:Ina—Inb Ina" =nlna

Equivalences

Ina=Inb ssia=h.
Ina<iInb ssia<hb
Ina=Inb ssia=b

Limites

im Inx=+4w lim
X — +oo

Variation — Courbe représentative.

0 +00

1 +
X

—

—00

{(ln u)' = Lﬂ

1
In==-Ina
a
1
Inva==Ina
2
A
1
— >
1 2 e

logarithme népérien & exponentielle : Fonctions réiproques

Pour tout nombre réel Ine* = x
Pour tout nombre réel d@;+eo[ , €"* = x

la fonction exponentielle est la fonction qui attmombre réelx associe le nombre

strictement positif unique y tel que=Iny.

Pour tout nombre réelx et tout nombre réel strictement positify, y =€ ssix=Iny

10 étapes de consolidation pour BTS Conception ©E. Poulin2005

Page 17



Les courbes représentatives des fonctions exp & bheduisent I'une de l'autre par la symétrie

orthogonale d’axe la droite d’équatigr x.

y=¢
i ] J
/ X -3 -2 -1
+4 f(x)
+3 r/ X 0 1 2
=In x f(x)
+2 / y |
+]
4 -5 4 -3 -1 - +{ +2 +F +1 +5  +B 4+
[ Remarque :
-1 La courbe exponentiel
admet pour asympto
=2 'axe des abscisses, ce |
est linterprétation d
= Xlirr_looex =0.
=X N
Y -4
IV
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7.2. Exercices de I'étape 7

Exercice 1 :Simplifier

a)ine™ b) In€? ghve  dih—=  e¢ ) e
Je
g) e—ln3 h) e2In2 |) |n62t J) el+|n2

Exercice 2: Résoudre aprés avoir déterminé leur ensemblefdetidé les équations et
inéquations suivantes :

a)Inx=In3 b) Inx =2In3 c)Inx=0 dInx=1 e)inx=4

f) Inx<In2 g)Inx<0 h) Inx<2In3 Ninx<2

j) In(x+3)+In(x+5)=In15. k) Inx-In(x-5)=In3 1) %|n(x+1):|n5
m) In(x+3)<0 n) In(2x) > In(x +1) o)e=4 pe+2=0 q)(L2)"=2
r) (106 = 2 s)e*=23  t)e'=-1 u)e*=5 v)e> 21
Exercice 3

Calculer la dérivée premiere de chaque fonctionasue, apres avoir précisé I'ensemble
de définition.

1) f(x)=3Inx+x Dx = ]0;+oof
2) f(x)=(2x-1)In(x+2) Dr =
3X+2
3) f =| =
) f() n( X+1j
4) £(x)=In(x?) Dy =
5) f(x)=In{v1-2x) D=
6) f(x)=In(in(x)) Dr =
Exercice 4
Déterminer les limites suivantes :
1) lim xIn x? 2) lim In_2x 3) lim (3x2 -In x)
Xx-0" x-0" X X - +00
4) lim (2Inx-x)  5) lim (2x% Inx-5x?) 6) IirEl+(2x2In x—5x°)
7) lim In(x +x+1) 8) lim In(x? +x+1) 9) lim In(l+1j
X — +00 X — —0o X — oo X
Exercice 5:

Etudier la fonctiorf sur |0;+eo| définie par f (x) = (In x)* —In x

Exercice 6:

Etudier la fonctiorf sur |0;+eo| définie par f (x) = x—l+%|n X

Exercice 7:
, , e 3+ X
Etudier la fonctiorf sur |- 33 définie par f (x) = InS=
- X

10 étapes de consolidation pour BTS Conception ©E. Poulin2005 Page 19



E'l'ape 8. Croissance comparée

des fonctions

« Fonction exponentielle de basa (fonctions puissances)

Pour tout nombra>0 a* =e""?
Pour tous nombres strictement posiéifsta’, pour tous nombres rédisc: a” >0
b
a®°=a"xa’ (aa)’ =a x a®

av =L (1) _ 1
a’ a a’

b b

(3) _a

al a!b

(o}
(ab) =a Ina® =blna

«  Sens de variation — courbe représentative dé(x) = a*

Soita un nombre réel strictement positif, fixe.
O<ax<1 a>1

—00 +o00

X X
(%) _ (%) n

+00 +o00

f(x)=a" \ f(x)=a" /
0 0

a>1

v

Remarque :En posant la = a, les deux conditions deviennent
O<ax<1 a>1

a<o0 a >0
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On observe alors graphiquement le comportemerfden +« et en—o :

sia >0, alors lim e®* =0 et lim e™ =+
X — —00 X — +o00
sid < 0,alors _lim _e™ = +oo et lim e™=0

Fonctions. X -~ Q/;avecn entier naturel non nul.
Définition :
e Soitnun nombre entier naturel non nul.
La fonction racinen®™ est la fonction qui & tout nombxede [0;+00[ associe le nombre unigye
de [O;+00[ tel quey"” = x.
La fonction est définie parf : x+»>= 8/x
1

» Pour tout nombre entier naturel non nupour tous nombresety de [0;+oo[, 8/x = xn
1

y=x" =4/x si et seulement §j" = x

Croissance comparée des fonctions+— exgpx, X+ X' _et X+ In x__en +o

e
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Efape 9. Primitives

9.1. L'essentiel

Une fonction F définie sur | esne primitive def sur | lorsqu’elle est dérivable sur | et
que F' =f.

» Toute fonction dérivable sur un intervalle | adrdes primitives sur |.

Les primitives def sont les fonctions définies sur | pans F(x)+ C ol C est une
constante réelle.

* Primitives des fonctions usuelles

f(x) F(x) Intervalle de validité
a ax+C IR
X EXZ i C IR
2
X' 1 .. IR sin>0
n nombreentier positif ou PYTRA ¢ ]~eo:d ou]Or+eo[ sin<0
negatif différent de —1. etn# -1
T R ] ouloiee]
X X
1 In[ +C J0; o]
X
ex ex +C IR
S 2Vx+C J0r+ec]
Jx
sinx -cosx + C IR
COSX sinx+ C IR
5 tanx+C IR
l+tan" x=—
COos” X
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* Primitives d’'une fonction composée

f(X) F(x) Intervalle de validité
F(x)=u¥" (4 [u(x]"™ !
avecn# -1 F(x) = 1 TC
u'(x) 1 1 I
fix)=—% F(x)=-
) u(x)" (4 n-1 Ju(x)]"* *C (u(x)# 0 surly
avecnzl
f= v F=- 1 +C |
u? ] (u(x)# 0 sur Iy
f :i F= ZX/U +C I
Ju (u(x)>0 sur Iy
) F =Inju/+C I
u F=lnu+C «———F—>Siu(x)>0surl
f =u'e" F=e"+C |
(u(x) >0 surl)
sin(@x+b) 1 coqax+hb)+C |
a
cogax+b) g sin(ax+b)+C |
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9.2. Exercices associés a I'étape 9

Exercice 1 :déterminer les primitives des fonctions suivantes
a) f(x)=-4x°+2x*-6x-5

) ()=

5
c) f(x) N
d) f(x)

e) f(x) :

f) f(x)=

2x2 (x + 1)

3x? —1
4x -5
A 2x% =5x

g) f(x)=2sinx-cosx

hy f(x)= —3sin(2x + gj

D=R
D=]O;+00[
D=]O;+00[

D=R

i
3

o2

=R
=R

D:]O;+00[
D=]-o]
D= |2+
D=]~1;+00]

D:]O;+00[

D=R
D=R
D=R
D=R
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Etape 10.Calcul intégral

10.1. L’essentiel.

» Soientf une fonction continue sur un intervalle I, F unentive def sur I,a etb deux
éléments de I.

On appelléntégraledea & b de fe nombre réel J' t)dt = [F(x)]’ = F(b)- F(a)
« Sig(x)= j f (t)dt, alors g'(x) = f(x)

* Interprétation graphique de l'intégrale dans le casd’'une fonction de signe constant
o Soitf une fonctiorcontinue et positive sur un intervallefa, b.
L’aire oo/ de la partie du plan constituée de I'ensemble degpM de

coordonnées et ytelles quea< x<bet 0< y < f(X) est o7 = j: f (x)dx

/o~

4

v

a 0 b
Remarque

L'aire oo/ considérée dans ce théoréme est exprimémigés d'aire. Dans un repére orthonorméﬂ),i v ) ['unité

d'aire est l'aire du carré défini par les vectemisairesOl et OJ du repére.
Si sur I'axe des abscisses et sur I'axe des ordern@ité choisie est 1 cm, alors l'unité d'aselecni, si l'unité
choisie sur chaque axe de coordonnée est 2 crs,lalnité d'aire est 4 ém

o Soitf une fonctiorcontinue et néqgative sur un intervallda, b].
L’aire 7 de la partie du plan constituée de I'ensemble dedéspM de

coordonnées et ytelles quea< x <bet f(x)< y<0 est o7 = —J'b f (x)dx

a

« Premiéres propriétés : j f(t)d j f(t)dt J': f(t)dt=0

+ Relation de Chasles : j f(t)d j (t)d t+_|'b f(t)dt

- Linéarite: [ '(f()+o)at=[ t@)t+ o)t [ (of @)at=al f(t)at
«  Valeur moyenne def sur [a; b]: 1 J'b f(t)

(b-3a)
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+« Techniques de calcul- exemples

Utilisation du tableau de primitive
Calculer

F =] (2% -t+ 4ot

Linéarisation de polyndbmes trigopnométriques

Soitf la fonction définie sur R par f (t) = cost cos2t
1) Linéariser a l'aide des formules d’Euler

T

2) Calculer la valeur exacte, puis une valeur appreéh&C® prés, de l'intégrale t = j,?f (t)dt

4

Réécriture d’une fonction

24 x+
On se propose de calculer I'intégrale= szx—_i_);]'dx
X

1) Déterminer trois constantes réelie®, c telles que , pour towtde [0;1],

2x% + x+1 c
=2 2 Toaxtbh+——
X+3 X+3

. o . 2x° +x+1 .
2) Apreés avoir justifié que la fonctioR —> —3 est continue SL{O;l], calculer la valeur exacte

X +
de lintégrale J.

Cas particuliers

- Sifpaire [ f(t)dt=2] f(t)at
- Sifimpaire [ f(t)dt=0

]
«  Sif périodique de période T [ f(t)dt= [ (t)at
0
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10.2. Exercices associés a 'étape 10

Exercice 1 :Calculer les intégrales suivantes

a) f(x)=-4x*+2x* -6x-5

b) f(x)= —X—53

c) f(x)=%

d) f(x)=2x(x® +1)
) 1=
-

g) f(x)=2sinx-cosx

hy f(x)= —3sin(2x + gj

Exercice 2 :

D=R

D:]O;+00[
D:]O;+00[

D=R

15
3

=

=R

1
—o R e w
—h
—
X
N—"
o
X

1
NN
&
—h
—
X
=~
o
X

|
N

1
—_—
—y
—~
X
R
o
X

1
— Wy W —y 1 é

Iy

I
—aly
—_
—_
>
N
a
X

wly

On considere la fonction définie s par 1‘(x):(x2 +2x+2)e‘X dans un repére(O;T,T)
d’unité 2 cm. On note C la courbe représentative de

1) Etudier la fonctiorf.

2) Déterminer les réels, b, c tels que la fonction F définie p&r(x) = (ax2 +bx+ c)e‘X soit

une primitive de la fonctiohsurR.

3) a est un réel positif. Calculer en Eiraire notée A(a) du domaine délimité par I'axe

des abscisses, la courbe C et les droites d’équedspectivesx =

@tx=qa.
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